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Resumen. Se presenta un me´todo nume´rico para obtener soluciones aproximadas de
problemas provenientes de la sedimentacio´n de suspensiones floculadas. Estos procesos
se usan ampliamente en la industria minera, por ejemplo para recuperar el agua de las
suspensiones que salen de los procesos de flotacio´n [5].
La idea principal es aplicar los me´todos de multiresolucio´n a los esquemas desarrollados
por Bu¨rger et al. [2, 3, 4] y observar que el me´todo de multiresolucio´n a describir es
vital para reducir el costo computacional sin afectar la calidad de la solucio´n.
1 INTRODUCCION
Se introduce el problema f´ısico y su modelacio´n
mediante una ley de conservacio´n fuertemente
degenerada con flujo no lineal. El efecto de la
compresibilidad del sedimento puede ser des-
crito por un te´rmino difusivo fuertemente de-
generado, mientras el flujo unidimensional con-
tribuye una discontinuidad de flujo a la ecua-
cio´n parcial diferencial. Se presenta un esque-
ma de segundo orden para resolver este tipo de
problemas y finalmente se desarrollan ejemplos
nume´ricos para comparar con resultados publi-
cados ([3, 4]).
En el caso unidimensional, la teor´ıa de la sedi-
mentacio´n produce ecuaciones de equilibrio de
masa y momentum lineal que pueden simplifi-
carse hasta obtener una ecuacio´n de la forma
∂tu+ ∂xf(u) = ∂2xxA(u), (1)
con (x, t) ∈]0, 1[×[0, T [ y el coeficiente de difu-
sio´n integrado dado por
A(u) :=
∫ u
0
a(s)ds, a(u) > 0. (2)
Se permite que el coeficiente de difusio´n a(u)
sea cero sobre intervalos de u.
Las soluciones de (1) desarrollan discontinuida-
des debido a la no linealidad de la funcio´n de
densidad de flujo f(u) y a la degeneracio´n del
coeficiente de difusio´n. Esto lleva a considerar
soluciones entro´picas para tener un problema
bien puesto. Au´n ma´s, cuando (1) es puramen-
te hiperbo´lica, los valores de la solucio´n se pro-
pagan sobre rectas caracter´ısticas que podr´ıan
intersectar las fronteras del dominio espacio-
tiempo desde el interior, y esto requiere tratar
a las condiciones de Dirichlet como condiciones
entro´picas.
a(u) tiene un comportamiento degenerado, es
decir, a(u) = 0 para u 6 uc y a(u) salta en uc
a un valor positivo, donde uc es una constan-
te llamada concentracio´n cr´ıtica. Se enfatiza el
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hecho de que el coeficiente de difusio´n a(u) es
degenerado, lo que hace evidente la naturaleza
hiperbo´lica-parabo´lica de (1).
Considerar el PVIF siguiente
∂tu + ∂x(q(t)u + f(u)) = ∂
2
xxA(u), (x, t) ∈]0, H[×[0, T [,(3)
u(x, 0) = u0(x), x ∈ [0, H], (4)
u(H, t) = 0, t ∈]0, T ] (5)
f(u(0, t))− ∂xA(u(0, t)) = 0, t ∈]0, T ], (6)
conocido como el Problema A. Y el Problema
B
∂tu + ∂x(q(t)u + f(u)) = ∂
2
xxA(u), (x, t) ∈]0, H[×[0, T [,(7)
u(x, 0) = u0(x), x ∈ [0, H], (8)
q(t)u(H, t)− ∂xA(u(H, t)) = Ψ(t), t ∈]0, T ] (9)
f(u(0, t))− ∂xA(u(0, t)) = 0, t ∈]0, T ]. (10)
Para ambos problemas, f se supone continua
y diferenciable a trozos, f 6 0, supp(f) ⊂
[0, uma´x], ‖f ′‖∞ 6 ∞, a(u) > 0, supp(a) ⊂
supp(f), a(u) = 0 para u 6 uc, 0 < uc < uma´x,
q(t) 6 0, ∀t ∈ [0, T ], TV (q) < ∞, TV (q′) <
∞. En [3] se prueba la existencia y unicidad
de solucio´n entro´pica para cada uno de estos
problemas.
La propiedad de mayor intere´s, es que general-
mente se supone el siguiente comportamiento
para σe(u):
σe(u)

= cte., si u 6 uc,
> 0, si u > uc,
y σ
′
e(u) :=
dσe
du

= 0, si u 6 uc,
> 0, si u > uc.
(11)
2 ESQUEMAS DE SEGUNDO ORDEN
Los te´rminos advectivo y difusivo son aproxi-
mados de diferente forma, con el fin de obtener
una discretizacio´n que mantenga la conservati-
vidad. Para la parte advectiva puede utilizarse
el esquema de Roe cla´sico con una interpola-
cio´n ENO de segundo orden, o bien un esquema
de Engquist-Osher [7]. Para la parte difusiva,
se necesita un esquema centrado de segundo
orden que mantenga la conservatividad. El es-
quema interior resultante para la ecuacio´n (1)
es
un+1j − unj
∆t
+ q(n∆t)
u−j+1 − u
+
j−1
∆x
+
F
j+12
− F
j− 12
∆x
=
A(unj−1)− 2A(unj ) + A(unj+1)
(∆x)2
En este caso, se utilizara´ el θ−limitador
s
n
j = MM
 
θ
unj − unj−1
∆x
,
unj+1 − unj−1
2∆x
, θ
unj+1 − unj
∆x
!
, θ ∈ [0, 2],
con
MM(a, b, c) :=
8<: mı´n(a, b, c), si a, b, c > 0,ma´x(a, b, c), si a, b, c < 0,
0, e.o.c.
(12)
Este esquema es estable bajo la condicio´n CFL
ma´x
u
|f ′(u)|∆t
∆x
+ 2 ma´x
u
|a(u)| ∆t
(∆x)2
6 1. (13)
3 ANALISIS DE MR
Se presentan los conceptos y definiciones ba´si-
cas introducidas por Harten [8] para el ana´lisis
de multiresolucio´n. Considerar el conjunto de
mallas anidadas dia´dicas Gk, k = 0, . . . , L:
Gk = {xkj }Nkj=0, xkj = −1+j ·hk, hk = 2Nk+1h0, Nk =
N0
2k
,
(14)
k
k + 2
k + 1
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Diferentes escalas de valores puntuales
4 ALGORITMO DE MR
1. Inicializacio´n de para´metros y variables:
Longitud del dominio H, concentra-
cio´n cr´ıtica uc, orden de la interpola-
cio´n de multiresolucio´n r, niveles de
multiresolucio´n L, nu´mero de pun-
tos y paso en la malla fina N0 y h0,
y en cada nivel Nk y hk, tolerancia
prescrita ε y estrategia de trunca-
miento εk, constantes de Lipschitz
para a(u) y f ′(u),
condicio´n CFL:
ma´x
u
|f ′(u)|∆t
h0
+2 ma´x
u
|a(u)|∆t
h20
6 1.
paso temporal ∆t,
∆t =
CFL · h0
ma´xu |f ′(u)|+ 2 ma´xu |a(u)|/h0 .
estructura de datos. (SPARSE,
GRADED TREE).
2. Aplicacio´n de la codificacio´n a la condi-
cio´n inicial : Coeficientes de ondelette sig-
nificativos y posiciones correspondientes.
Se incluyen los safety points.
3. Evolucio´n temporal : Se utiliza un me´todo
Runge-Kutta de segundo orden.
5 EJEMPLOS NUMERICOS
Se calculan soluciones de los problemas A y B
utilizando los esquemas nume´ricos descritos en
la seccio´n anterior, con una discretizacio´n para
el flujo de tipo Enqguist-Osher. Se reproducen
algunos resultados nume´ricos.
5.1 SEDIMENTACION BATCH IDEAL
Proceso de sedimentacio´n batch de suspensio´n
ideal en una columna de asentamiento:
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Suspens i´on ideal, columna de asentamiento, t=300[s]
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Coeficientes de ondelette, N0 =257, L=5, ε=10−4
Izquierda: Condicio´n inicial (rayas) y perfil de concentracio´n a
t = 300[s] para el problema de sedimentacio´n batch de suspensio´n
ideal (Asteriscos). Derecha: Coeficientes de ondelette significativos
correspondientes.
t [s] V µ e1 e∞
60 4.3457 7.8456 2.64×10−5 9.03×10−6
300 5.6212 5.8456 1.70×10−5 1.12×10−5
1800 5.9443 14.9168 7.28×10−5 4.35×10−5
3600 6.1385 29.8479 8.89×10−5 6.50×10−5
Sedimentacio´n de suspension ideal. ε = 1,0×10−4, N0 = 257 y L = 5.
5.2 SEDIMENTACION BATCH CON
COMPRESION
Como funcio´n de densidad de flujo, se utili-
za una funcio´n Kynch batch Richardson-Zaki
con para´metros correspondientes a suspensio´n
de cobre [3].
f(u) = −6,05× 10−4u(1− u)12,59 [m/s]. (15)
Se utilizara´ la funcio´n σ′e(u) dada por ([4, 5])
σ′e(u) =
d
d u
(
100(u/uc)8 − 1
)
[Pa], si u > uc.
(16)
Luego
σ′e(u) =
{
0, si u 6 uc = 0,23,
800
uc
(
u
uc
)7
[Pa], si u > uc.
(17)
t [s] V µ e1 e∞
60 6.5737 17.8796 1.29×10−4 5.33×10−5
1800 (*) 5.7349 9.4132 1.99×10−4 7.42×10−5
3600 (*) 6.1982 9.1246 2.77×10−4 9.61×10−5
7200 (*) 6.2110 9.1246 3.21×10−4 2.41×10−4
14400(*) 7.9244 9.4132 8.92×10−4 6.18×10−4
Suspensiones floculadas, primer ejemplo. Multiresolucio´n utilizando
ε = 10−3, N0 = 129 y L = 5.
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1
u(x)
x
Caso Batch, s edimentaci´on con compres i´on t=3600[s]
t=1[h] (MR)
t=1[h] (DF)
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Izquierda: Condicio´n inicial (rayas) y perfil de concentracio´n a
t = 3600[s] para el problema de sedimentacio´n-consolidacio´n
(asteriscos). Derecha: Coeficientes de ondelette significativos
correspondientes. ε = 10−3, N0 = 129 y L = 5.
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Perfiles de concentracio´n hasta t = 12[h], problema de
sedimentacio´n-consolidacio´n Batch. ε = 10−3, N0 = 129 y L = 5.
5.3 SEDIMENTACION CONTINUA
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Distintos tiempos de simulacio´n de sedimentacio´n continua, hasta t = 16[h]
t = 16[h]
Perfiles de concentracio´n hasta t = 16[h] para el problema de
sedimentacio´n continua. ε = 5× 10−4, N0 = 513 y L = 5.
5.4 REACCION-DIFUSION 1D
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Propagacion de llama premezclada, CFL=0.1, t=10
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Coeficientes de ondelette significativos, No=513
Condicio´n inicial (rayas) y S(u) inicial (puntos), solucio´n nume´rica
sin multiresolucio´n (linea), solucio´n nume´rica con multiresolucio´n
(asteriscos) y S(u) (puntos-rayas), en el tiempo t = 10 para la ec. de
reaccio´n-difusio´n, con α = 0,8, β = 10, L = 7, N0 = 513 y ε = 10
−3.
Detalles significativos, t = 0,5.
5.5 TRAFICO VEHICULAR
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Solucio´n tridimensional del problema de flujo de tra´fico en una
rotonda.
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